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　　生産を伴う重層世代モデル：無限計画視野の一般均衡
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　小　平　　裕
1.はじめに
　本稿の目的は，生産を伴う重層世代モデルoverlapping generations
ｍｏｄｅ１を構築して(第２節)，均衡の存在(第３節)，非効率性と不確定性
(第４節)を検討することである。
　一般均衡理論の枠内で計画視野time horizonが無限大である場合を考
察する際に，多少の工夫が必要となるのは，消費者についてである。すな
わち，一般均衡モデルにおいては，需要側に消費者，供給側に生産者とい
う２種類の経済主体が想定されるが，生産者については，これを企業と
考えれば，無限の寿命を想定することもそれほど不自然ではない。しかし，
消費者について，計画視野の長さが有限から無限に延長される場合に，単
純に消費者の寿命も無限に長くなると考えるのは不自然であるからである。
　したがって，無限計画視野を表すモデルは，消費者の寿命に関する想定
によって，２つに区分される。１つは，消費者すなわち家計と考えて，経
済の需要側は無限に続く家計によって表されるとし，そのような家計が有
限の数だけ存在すると想定する王朝モデルdynasty model であり，小平
(1999ａ)で検討した。もう１つは，それぞれの寿命は有限である消費者が
各世代に有限の数だけ居り，そのような世代の重なり合いが無限に続くと
想定する重層世代モデルである。重層世代モデルについては，生産の行わ
れない純粋交換経済の検討を小平(1999b)で行った。本橋では，このモデ
ルを拡張して，生産を伴う経済を考察する。
　これらのモデルの違いは，貯蓄のあり方に明確に現れる。消費者(＝家
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計）が，無限の長さの生涯にわたる富制約の下で，生涯効用を最大にする
ように行動する王朝モデルでは，１つの家計の各世代は，互いの効用を予
測しながら，将来世代に遺産を残す（あるいは将来世代から借り入れる）。こ
れとは対照的に，重層世代モデルでは，貯蓄のより自然な取扱いが可能に
なる。純粋交換経済の重層世代モデルでは，自分の老後の生活費のために，
各世代が老年期に払い戻される金融請求権を若年期に購入する貯蓄行動が
分析される。一方，本稿で取り上げるように，生産が行われる経済には繰
り返し繰り返し生産に利用することができる資本財が導入され，資本蓄積
も行われる。したがって，各世代は若年期に物的資本財を購入し，老年期
にその資本財を年下の世代に売却することができる。すなわち，生産経済
においては，消費者は純粋交換経済における金融請求権を利用する形の貯
蓄に加えて，資本財を利用する形の実物貯蓄も利用可能である。
2.モデルの仕様
　モデルは第１期から始まり，消費者は２期間生きるものとしよう。生
産側については，一般性を失うことなく，以下の仮定ＰＤ１）を満たす生産
技術を持ち，永遠に活動を続ける企業（あるいは企業の点列）が１つだけ
存在すると想定する。企業は，若年世代により所有される。ここで第ｚ
期における生産活動を取り上げると，その期に生まれた若年世代が，期首
に老年世代から資本財だ，を市場価格総で購入し，その期間中に生産を
行う。生産されるものは，純産出y，と資本財ん士lである2）。若年世代は
第ｒ期の期末に，それぞれ価格ρ，と軋ト1で販売する。
仮定ＰＤ（変形関数）
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賦存量である。
　消費者について，純粋交換モデルと同じ仮定をおく。すなわち
仮定Ｃ０１（効用関数）
　各消費者の生涯効用関数，が：影×剔:→瓦トリ心j,粒1）は，全てのｚ
について厳密に凹，上から一様に有界，非減少的である3）。正の消費につ
いて連続微分可能である。両期において，消費は必要である。すなわち
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１つの商品んに関して増加的であり，そのような商品の集合を£とする。
仮定Ｃ０２（賦存量）
　賦存量は非負であり，定常的である（したがって有界である）。すなわち，
回‾1＝司,阿＝岬であり，かつ司十回＞Ｏである。自分の効用が増す
ような，少なくとも１つの商品だの正の量を，各消費者は第ｒ期あるい
は第ｚ＋１期に賦存量として持つ。
仮定Ｃ０3
仮定Ｃ０４（無差別曲線）
　全ての商品たとえ全ての非Ｏ消費について
言
≦δとなるよう
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　岐，
な正の定数δが存在する。
　以上の仮定の意味を考えよう。労働自体は賦存量ωの一部であるから，
これを第１財5）とすれば，仮定PD(i)は,£1,が増加するとき，産出量が増
加する財が少なくとも１つは存在することを意味する。次に，仮定Ｃ０２
は，労働の初期賦存量£11＝Σ孔1,1の影の価格が正になることを意味す
る。これらより，全ての消費者の所得は正になることが示される。仮定PD
（ii）（1次同次性）は，各期ｒにおいて，産出額（当該期の純産出の価値と資本
財の期末賦存量の価値の合計）は資本投入額（資本財の期首賦存量の価値）に等
しいことを意味する。すなわち，産出は要素報酬として完全分配される。
仮定ＰＤ（iii）（有界性）は，私が有界である限り，全てのｚについて産出量
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は有界であることを,(iv)は技術は一定量の全商品を永遠に生産可能にする
ことを，（Ｖ）はこの生産水準に違するのに，利用可能な第１期期首の資本
財賦存量だ1で十分であることと，どの資本財も涸渇しない（持続可能性）
ことを保証する。
　規模に関する収穫不変のために，利潤はない6）。生産者は第ｒ期r＝1，
2,…に，次の問題を解く。
　次に，消費者について検討しよう。先ず，モデルが始まる第１期に老
年世代としてモデルに登場する第０世代の消費者を考えよう。消費者０
は資本財f1を持って登場し，若年期消費辺を与えられたものとして，
生涯効用が最大になるように，最適な老年期（第１期）消費を選択する。
彼の第１期の収入は，第１期期首に若年世代へ売却される資本財だ1と賦
存量から構成される。よって解くべき最適化問題は，次のように表される。
　次に，第１世代以降の消費者を考えよう。消費者ｒ≠０の若年期の収
入は，自分の賦存量からの所得Ｐぺと，生産活動からの純利潤Ptytの
２項目からなる。一方，支出は資本財の購入（購入額φ風），消費（消費支
出ρ図）と貯蓄ｙからなる。したがって，彼の若年期の予算制約は
（3）　　　　　Ｒ七十禍八十ｙ＝ハy,十八回
と表される。老年期の収入は，資本財売却（売却額ち±1ら±1），賦存量，貯
蓄ｙの取り崩しからなる。この収入を消費へ支出する（消費額/ｙﾄ1Jに1）。
したがって，老年期の予算制約は
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　規模に関する収穫不変（仮定ＰＤ（ii））が仮定されているので，企業の収入
は全て要素報酬として投人物に分配される。すなわち
を得る。(6)は，純粋交換モデル(小平(1999b))の式(4)と同じである。こ
のように，生産を伴う経済における消費者ｒの富制約は，純粋交換モデ
ルにおけるそれと同じであることが確認される。
　消費者ｚ≠０は次の問題を解き，生涯にわたる最適消費計画を得る。
初期金融請求権はないので，SIは均衡においてＯである。よって，純粋
交換重層世代モデルにおけるのと同じように，全てのｙもＯである。重
層世代均衡を次のように定義する。
定義(生産が行われ，金融請求権を伴わない重層世代均衡)
　価格ベクトル可≧0,回≧OJ＝1,2,…により支持され，任意のｚ
について有界である配分xl*, XにI,ズ,ん,＊,ん∴-Iは，もしそれが最適化問
題(1)，(2)，(7)を解き，市場清算条件(8)，(9)を満たすならば，生産が行
われ，金融請求権を伴わない重層世代均衡である。
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3｡均衡の存在
　均衡の存在は，純粋交換重層世代モデルの場合と同じく，ｒ期間完全
形式を利用して証明される。締約７期間モデルにおいてWarlas法則を
維持するために，最終期の第７期に生まれた消費者ｒは，第７期に老
年期を迎えている消費者(消費者７－1)から，資本財を成立している市
場価格で購入する。消費者７は，次の問題を解く。
(10)　　　　　　ｍａ?c　　ｙ(尋,ら±1)
　　　　　　禄≧(xkT,ｆｃｒ＋1≧0
　　　　　　subject to　　片尋十孵峠≦片可十片片
　　　　　　　　　　　　　Ｆ(か峠ト1,晦)≦０
ただし，ｙ（・）は，任意の厳密に凹，増加的な効用関数である。この消費
者ｒの問題(10)は純粋交換モデル(小平(1999b))の問題(6)と同じ役割を
果たすが，次の点で異なる。
（ｉ）　世代０に支払われる金融請求権がないので，尋を非負の値に制約す
ることができる。
（ｉｉ）　消費者ｒは資本財を売る相手を見つけることができない。つまり，
彼には若年期の予算制約(3)があるだけで，借り入れる可能性も貯蓄する
誘因もない。よって。ジ＝Ｏである。
（ｉｉｉ）　消費者ｒは，最終資本財り±1に関して主観的評価を持っ。
　均衡の存在は，次のように証明される。
命題１(生産を伴う重層世代均衡の存在)
　仮定Ｃ０１ ，Ｃ０２，Ｃ０３，ＰＤが満たされるとしよう。このとき，全て
の消費者が非０の消費を行う重層世代均衡が存在する。
　(証明)
　証明は２つの部分からなる。純粋交換経済における存在証明(小平(1999
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b））の命題1）の手順に従うが，実質的には同じであるので詳細は省略する。
（Ｉ）では，（10）に従い行動する最後の消費者がいる締約Ｔ期間モデルに，
均衡が存在することを示す。（Ⅱ）では，７が大きくなるときに，その解か
定義の均衡に収束することを示す。
（Ｉ）　締約ｒ期間モデルにおける均衡
　第ｒ期生まれの消費者を追加して，厚生加重?（上付添九字は世代を表
す）を持つ（1），（2），（7）の７期間完全形式服を定義する。すなわち
　　　　　　　　　－このような(a,p,ip)のそれぞれに対して，問題(11)は実行可能であり，
コンパクト値である。仮定ＰＤ（ｉＶ），(V)により，またε＞Ｏであることから，
(11)はSlater条件を満たす。したがって，(11)には常に解が存在し，また
Lagrange乗数Pt, V'r,ｐ'　も存在する。
段階１：不動点対応の構築
　均衡を得るために，純粋交換経済における存在証明のように，対応関数
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と調整関数を定義する。対応関数はLagrange乗数を生みだし，両関数は
　　　　　　　　　　　　　　－7'＋１個の厚生加重と価格(芦濠)を改訂する。このように定義される対
　　　　　　　　　　　　　一応関数と調整関数は，(（戈√函私Ｐ,私ｐ)からそれ自体の中への対応であり，
不動点が存在する。
段階２：不動点は均衡である
　小平(1999b)の命題１の段階２と同じ議論を使って，この不動点にお
いて，全ての消費者の予算制約が満され(したがってρ″＝O)，同時に瓦
はρ，に比例しており？各ｚについて非０であるような厚生加重が存在
することが証明される。この解は根岸計画の解に一致し，したがって締約
7'期間モデルの競争均衡である。
（Ⅱ）　７を無限大に延長する
（ａ）　締約モデルを定式化し直す
　小平(1999b)の命題１の証明の(na)と同様に，消費者固有の正規化を行
った消費者固有の商品価格
となるような正のスカラーである。資本財価格の正規化は，次のようにな
る。
　（Ｉ）の第２段階で示したように，各ｚについて玖は非０であるので，こ
れらの正規化は実行可能である。巾より（六伺，Ｆに前司，ＸＤＪＴ士Iの
均衡値が従う。ここで，この均衡値における第１期から第ｒ－１期まで
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の配分は，期間ｒの商品バランスと変形関数のそれぞれにおいて，消費
者ｒの消費尋とら。Iの選択を与えられたものとしながら，消費者「
を外した次の計画からも得ることができる。
　もし，ある有限の７について，（エ）において締約７期間モデルの均衡値
として見つけられたとの組み合わせが，偶然，無限計画視野重層世代モデ
ルの定義された均衡になることがあれば，期間z＝Oよ…げ－１につ
いて，(12)の解は無限計画視野重層世代の均衡でもある。そのような組み
合わせを，次のようにして見つけることができる。
(b)消費者固有価格への収束
　(I)において，それに対して綿紡ｒ期間均衡が存在するような尋と
ん741の組み合わせを少なくとも１つは見つけることができることが示さ
れた。しかし，そのような組み合わせは複数存在する可能性があり，複数
存在する場合には，それらの１つ１つに，少なくとも１つの解，(可，
石)バ= 1,2,…,Ｔ－1が対応する。ここでは，７が大きくなるにつれて，
そのような価格経路の集合は縮小して，最終的には望ましい尋と鳥41
の値を生み出すことを示す。
　純粋交換経済の存在証明のように，消費者固有の拡張価格ベクトル脆
私1,石)について２期間価格ベクトルｙと，それに関係する可能な均
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衡点列の集合Q(T)を定義する。均衡点列集合は非空であり，無限大に
近付く7帽こ対して，収束することを示すことができる。
(ｃ)価格の導出
　小平(1999b)の命題１の証明の(Hc)と同様に，消費者Ｏの正規化を利用
して価格ρ，を導出する。また，この正規化を使えば，総も導出される。
もし７が有限であれば，初期資本φ溥Iの価値は有限になり，第２期以
降のストックの値も全て有限になる。しかし，計画視野が無限大のときに
は，厚生(効用の加重和)は有界ではない可能性があるので，私k1の有界
性を証明しなければならない。そのために，ここでφ沃Iは有界ではない
と仮定すると，消費者０の所得は無限大になる。消費者０固有価格は合
計１になるように正規化されており(上を見ょ)，仮定Ｃ０１により，消費
者Ｏの効用関数は非飽和である(彼は遺産を遺さない)。したがって彼の需
要は無限大になるはずであり，これは均衡ではあり得ない。ゆえに，
φ溥Iは有界である。
　さらに，均衡において，y1は下から有界であり，第１期の価格の合計
は１になるので. P＼y＼は下から有界である。規模に関する収穫不変によ
り，φ活2＝φ溥1一戸lyl。ゆえに,φ活2も有界である。z＝1についての
(12)の資本財制約における影の価格として現れるφ1は，制約条件が成立
するので，有界である。ρ2が有界であるので，この手続きを?=2,3,…
について繰り返すことができる。よって，有限のＭこついて，禍は有界
である。ゆえに，任意の有限のｒについて，　Ｐtと総は有界である。
(d)消費者需要とその企業による純供給の点列の収束
　消費者需要については，小平(1999b)の命題１の証明の(nd)を見よ。こ
のとき，企業の第ｒ期の供給は需要により決定され，したがって需要と
純供給は収束する。
　以上で，均衡の定義の全ての条件が確認された。したがって，生産を伴
う重層世代均衡は存在する。(証了)
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　純粋交換モデルと同様に，無限大において価格(じＰｔ，φt）が非有界になる
可能性がある。例えば次のように企業の変形関数を制限することによって，
この可能性を回避することができる。
仮定Ｐび
　資本財の種類の数ｒ’は，商品の種類の数ｒに等しい。変形関数は仮定
ＰＤを満たし
と書ける。ただし，下付き添字/zは商品を指す。
　この仮定の意味は，資本財を通常の商品として取り扱い，与えられた資
本財を消費‰にも，あるいは資本蓄積にも利用可能であると想定するこ
とである。仮定Ｐびの下では，商品バランスは次のように表される。
命題２
　仮定Ｐびの下で，またもし卜ごﾂﾞ?||≦δならば，生産を伴う重層世代
モデルにおいて商品価格は
　　　　　　δ|ゆ]|≧||乃±111　　　　　　　z＝1,2,…
を満たす。ただし，δはＯより小さな正の定数である。
　(証明)8)
　次の根岸問題を考えよう。?,球心。1の与えられた均衡値に対して
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ただし，y汪脳｡1が消去されている。脳Iに関する１階の条件は
(14)　　　　ｎＧ’≧孔｡11脳1≧0
を意味する。ただし，Ｇ'＝芝ｸﾂﾞ。もしIIG'II≦δであれば，行列ノルム
の定義により，司ρ,||≧＼＼P,G'＼に(14)により川屠ぴ‖≧|屈±11にょって，
司戸川|≧眺±111であり，十分大きなｒに対して，この点列は無限に拡張
できる。したがって川匯‖＝１という正規化に対してリ恕ρ，＝１が成
立する。(証了)
　条件|卜ごﾌﾞ||≦δは，想定されている生産技術の下では，全商品の供
給を正の率で成長させることが可能であることを意味する。もしこのノル
ムが１に等しいならば，‖Pt II≧仏±1‖であり，無限大にならない定常価
格が可能である。もしノルムが１を超えるならば，(14)から分かるよう
に，ある/いこついて'^h,t+＼がＯにならないならば，価格は無限大になる。
4.均衡の非効率性と不確定性
　生産を伴うモデルについても，非効率性を議論することができる。特に，
もし価格が０になるならば，配分は効率的であることを示すことができ
るので，命題２において成立する配分は効率的である。
　もし価格が時間を超えてＯにならないならば，純粋交換重層世代モデ
ルについて示された非効率性のための十分条件(消費者の支出関数の曲率が
有ぢｏニJ=リ兜大言＜ｏｏ)は，ここでも当てはまる。
　もし|｢宍戸|ﾚδであるが,6=1を排除できないならば，価格が無
限大になることはなく，したがって上の極限条件は成立せず，非効率性は
確立されない。しかし，価格は０にもならないので，効率性も保証され
ない。
　効率性が確立される場合には，均衡の確定性を証明することも可能であ
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るが，一般的には純粋交換経済の議論（小平（1999b）第５節参照）が当ては
まる。
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